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Losungseinschlie3ung beim endlichen
inversen Sturm-Liouville-Problem

Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

—u" +q(x)u = Au )

u(0) = u(w) =
mit einer stetigen Funktion g(x) besitzt abzihlbar viele Eigenwerte A\g < A1 < ..., und es gilt A\; — oo fiir i — oo
([4], Seite 186). A;(q) bezeichne im folgenden den zu ¢(z) gehorenden i-ten Eigenwert von (1).

Betrachtet wird die folgende inverse Aufgabenstellung (inverses Eigenwertproblem): Gegeben sind paarweise ver-
schiedene Zahlen v;, i = 0,1,...,n, zu denen eine zur Intervallmitte von [0, 7] symmetrische, stetige Funktion ¢(z)
gesucht ist, so dafl (1) die Eigenwerte \;(¢) = v; fiir ¢ = 0,1, ..., n, besitzt.

Durch den Ansatz .
q(x) = q(x;a) = qx)+ > a;q;(x)
§=0
mit a = (a;) € IR™! und stetigen, symmetrischen Basisfunktionen q(z), g;(z), j = 0,1,...,n, ergibt sich die
endlichdimensionale Aufgabenstellung, a so zu bestimmen, daf3
Ai(q(z;a)) = v fir i=0,1,...,n

gilt. Setzt man f = (fi(a)) := (Mi(g(z;a)) — v;), so folgt aus [3, Theorem 2.3], dafi f ist eine differenzierbare
Funktion ist und die partiellen Ableitungen

dfi
Oa;

@ = [(o@dEadn =01
0

mit den (in L2[0,7]) normierten Eigenfunktionen g;(z;a) von ¢(z;a) besitzt.

Wendet man das Newtonverfahren auf f an, so erhiilt man ein Rekonstruktionsverfahren fiir ¢(x), da a genau dann
eine Nullstelle von f ist, wenn ¢(z;a) das inverse Eigenwertproblem 16st. Um die Newton-Iteration

a1 = g®) — (8L (q0)) =1 f(a(P)
¢ (z) = q(z;a®) = Gla) + 270l ¢;(x)

durchfiihren zu kénnen, sind in jedem Schritt die Eigenwerte der Funktion ¢(*) (z) mit den zugehérigen normierten
Eigenfunktionen zu bestimmen.

, k=0,1,...,

LosungseinschlieSungen lassen sich erhalten, wenn man statt des gewohnlichen Newtonverfahrens das Intervall-
Newtonverfahren auf f anwendet. Es bezeichne [a] ein (n+1)-dimensionales Intervall, m([a]) einen in [a] enthaltenen
Vektor, (8f L ([a])) eine Intervallmatrix, die die Funktionalmatrizen (94 (a)) aller a € [a] enthélt, und IGA([A], [b])

da Oa
die Anwendung des Intervall-GauBalgorithmus ([1], Kap. 15) auf das Intervall—Glelchungssystem mit Intervallmatrix

[A] und rechter Seite [b]. Gilt dann fiir den Intervall-Newtonoperator

IN(i]) = m(e]) ~1GA((GL([a). Sm((a))

die Inklusion IN([a]) C [a], so enthilt IN([a]) nach dem Fixpunktsatz von Brouwer eine Losung des inversen
Eigenwertproblems.

Zur Durchfithrung des Intervall-Newtonschritts werden neben den Eigenwerten von ¢(z;m([a])) auch Einschlie-

af, s : . . . .
Bungen der partiellen Ableitungen aj( a) aller a € [a] bendtigt. Geeignete EinschlieSungen lassen sich mit den

Verfahren aus [2] folgendermafien bestimmen:
Zuerst wird eine Einschliefung [\;] der i-ten Eigenwerte aller ¢(x;a) mit a € [a] berechnet. Danach werden fiir alle
€ [a], A; € [\;] die Anfangswertprobleme
—u; + q(z;a)u; = Aiw;
u;(0) = 0, u,(0) =1
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gelost und in der Intervallfunktion [u,;](x) eingeschlossen. Nach der Normierung

(x5 la)) = M
gi(wilal) = m o

erhilt man EinschlieBungen der benotigten partiellen Ableitungen aus

S(J:;([a]) < /Oﬂqj‘(x)gi(a?; [a]) dz.

Bei der praktischen Berechnung von EinschlieBungen auf dem Computer sind die auftretenden Darstellungs-,
Diskretisierungs- und Rundungsfehler gesondert zu beriicksichtigen. Um den damit verbundenen Aufwand gering
zu halten, wird bei der Rekonstruktion von ¢(z) zunéichst mit dem reellen Newtonverfahren eine Nidherungslosung
G(z) = q(x;a@) berechnet und um diese ein Funktionenschlauch [¢](?) (z) = g(x;[a](®)) gelegt, in dem eine Losung
vermutet wird.

Fithrt man nun das Intervall-Newtonverfahren mit Startwert [¢](®)(x) auf dem Rechner unter EinschlieBung der
oben genannten Fehler durch, so ist im Fall der Inklusion die Existenz und Einschlieung einer Losung garantiert.
Die Fehlererfassung kann dabei durch die Verwendung einer Intervall-Arithmetik, wie sie von PASCAL-XSC oder
dhnlichen Programmiersprachen bereitgestellt wird, gewéhrleistet werden.

Beispiel 1: Rekonstruktion von ¢(z) = 100(2z — 1)? aus vier Eigenwerten
Vorgegebene Eigenwerte (je 16 dezimale Mantissenstellen):
vg =6.366..., 1 =19.098..., v, =31.834..., v3 =44.590...

Ansatz fiir g(x): Symmetrischer, kubischer Spline mit acht Stiitzstellen, x; = iw/7,7=0,1,...,7.
¢ (z;) = qj(x7—;) = 035, 4,5 =0,1,2,3.
Startniaherung: ¢ (z) = 0.
EinschlieBungen in z;:
[4](0) = 193666 669 999 51 82, [al(m/7) = 51.020 408 163 213 33, [q](2m/7) = 18.367 346 938 773 %,
[q](37/7) = 2.040 816 326 530 §2.

Beispiel 2: Rekonstruktion von g(z) = 100 cos(10x) aus sechs Eigenwerten
Vorgegebene Eigenwerte (je 16 dezimale Mantissenstellen):
vg = —37.975..., v =—=36.840..., vo =—-35.890..., v3=—-35.084..., vy =—-34.766..., v5 =61.476...

Ansatz fir ¢(z): q(z) =ao + Z?:l a; cos(2jx).

Startniherung: ¢ (x) = 99 cos(10z).

EinschlieBung: [g](x) = 100 cos(10z) + [—2.491 - 1079,2.481 - 107%] + [-6.317-1079?,6.293 - 107%9] cos(2z)
+ [—6.258 - 10799, 6.240 - 107 cos(4x) + [—6.842 - 10799,6.824 - 10799] cos(6x)
+ [~8.114-10799,8.085 - 1079 cos(8x) + [—3.647 - 10799,3.634 - 1079] cos(10z).
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