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Abb. 7. Dichteverteilung in Femur-Kopf: Finite Elemente Netz, sowie die drei beniitzten typischen Lastfalle.
Abb. 8. Dichteverteilung in Femur-Kopf: Ergebnis der numerischen Simulation.
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LosungseinschlieBung bei linearen elliptischen Differentialgeichungen

In [2] wurden EinschlieBungen von Randwertproblemen bei elliptischen Differentialgleichungen berechnet. In der
vorliegenden Arbeit wird ein modifizierter Algorithmus angegeben, mit dem sich gute LosungseinschlieBungen ergeben.
Bei der EinschlieBung werden simtliche auftretenden Fehler (Diskretisierungsfehler, Darstellungs- und Rundungsfehler)
erfal3t.

1. Problemstellung

Auf einem rechtwinkligen Polygon G < IR? ist das Dirichletsche Randwertproblem
Diul = f inG; u=yg auf 0G (*)
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eines auf G elliptischen Differentialoperators

i 2 0 0
D := ag(x, y) =——— + a1(x, y) —— + ax{X%, y) —
R (%5 ) Iy 1(x, ) - 2%, ) &

mit g, ;€ C*(G), 0 <a < 1, fe C(G) und g € C(0G) gegeben (unter diesen Voraussetzungen geniigt D dem Maximum-
prinzip, s. [4]).

Als Lésung wird eine Funktion u(x, y)e C (G) 0 C*(G) gesucht, die (*) erfiillt. Dabei sei D so vorausgesetzt, dal (¥)
eine (eindeutige) Losung besitzt.

Weiter seien auf G eine Abschdtzfunktion t(x,y)€ C(G) N0 C*(G) mit Dt £ —1in G und t(x,y) 2 0 auf G sowie
cine Néherungslosung i(x, y) € C*(G) mit Dii = F(x,y)in G und @i = g(x, y) auf 0G gegeben.

EinschlieBungssatz: Unter den obigen Vorausselzungen gilt fiir die gesuchte Losung u(x, y) von (*) fir alle (x, y) € G
die (auf [6] zuriickgehende) Abschdtzung

lu(xs y) - a(x7 J’)I é max Ig - gl + t(X, Y) ’ m‘:lx IDa - f‘ 4
aG G

Beweis: [2].

2. Bestimmung einer Niitherungslosung

Es hat sich als vorteilhaft erwiesen (s. [5]), biquintische Splines als Niherungslosungen zu verwenden. Zur Konstruktion
eines biquintischen Niherungssplines wird G mit einem Rechteckgitter tiberzogen, und es werden mit einem Mehr-
gitterverfahren (s. [3]) Ndherungswerte ;= u(x; y;) berechnet. Aus diesen Werten konnen durch Differenzenquotienten
Approximationen a;" fiir die partiellen Ableitungen o' kufox! 8%, k,1 = 0,1,2, in den Gitterpunkten (x; y; gewonnen

werden (s. [5]). Dadurch ist eindeutig ein Spline ii(x, y) bestimmt (s. {5]), so daB gilt:
— i(x, y)e C*(G), und i(x, y) ist in jedem Teilrechteck R =[x, X;+ 11X [y, ¥+ 4] des Gitters ein biquintisches
5

Polynom in x und y: @#(x, y)lgss = Y a,xy

r,5=0

— AtRgfoxt QyF(x, yp) = Ayt fir k1= 0,1,2.

3. Auswertung von (Di — f) in G und (i — g) auf 0G

Zur Fehlerabschitzung sind die Wertebereiche von (Dil — f)in G und von (i — g) auf 0G zu bestimmen. Dazu werden
fiir jedes Teilrechteck RV GroBen f;; = max |Di — f]| auf RVund g;; 2 max |7 — g auf RY ~ 0G berechnet. Mit F, := max g;;
und F, = max f;; erhilt man dann aus dem FinschlieBungssatz:

u(x, y) € (x, ) + [=Fy, Fal + t(x,9) ' [=F2, F3l -

Sind die Funktionen Di, f und g als biquintische Splines exakt darstellbar, sind auf den einzelnen R jeweils biquintische
Polynome auszuwerten. Eine gute und einfach zu realisierende EinschlieBung fiir den Wertebereich eines Polynoms erhilt
man durch Entwickeln des Funktionsausdrucks in eine zentrierte Form (s. [1]). Bei der intervall-arithmetischen Auswertung
ist darauf zu achten, dafl simtliche Darstellungs- und Rundungsfehler mit erfat werden. Dies wird durch eine geeignete
Intervallarithmetik auf dem Rechner (PASCAL-SC, ACRITH o. 4.) garantiert.

4. Giite der Fehlerabschitzung

Mit dem beschriebenen Verfahren wird ein Intervallspline w(x, y) konstruiert, der sowohl die (unbekannte) Losung u(x, y)
von (*) als auch den Néherungsspline #(x, y) einschlieBt. Daraus ergibt sich fiir die maximale Intervallbreite D(w) in G:

D(w) = max |u(x;, y) — dl = N .

N kann zwar nicht exakt berechnet werden, i. a. stehen aber Erfahrungswerte zur Verfiigung, die eine Schitzung ermo glichen.

F, (= max|d — g| auf 0G) und N sind in der Praxis meist klein gegeniiber |u|. Anders verhdlt es sich mit F,
(=~ max |Di — f]in G). Ist Dg # f in einer Ecke von G, wird eine sinnvolle LosungseinschlieBung auf die beschriebene
Art nicht zu erhalten sein, da die durch Differenzenquotienten berechneten Ableitungen 0d/0x, 0%/0x? etc. in den Ecken
von G i. a. sehr genau mit den entsprechenden Ableitungen von g {ibereinstimmen, so da Dg ~ Dd in den Ecken von G
gilt, also F, das Maximum iber alle Ecken von G von IDg — f| nicht wesentlich unterschreitet.
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5. Verbesserung von |Dii — f]in G

Da gerade die exakten Werte der Funktion u auf dem Rand eine sinnvolle Fehlerabschatzung verhindern, wird eine
genauere Fehlerschranke durch Abindern der Randwerte erzielt. Es wird also statt (*) ein gedindertes Randwertproblem

Di=f inG, i=g aufdG (**)

betrachtet. Fiir das geinderte Problem wird mit dem in Kapitel 2 beschriebenen Algorithmus eine Ndherungslésung i(x, y)
berechnet. Diese Niherungslésung wird dann zur Fehlerabschitzung bei der urspriinglich gestellten Aufgabe herangezogen.
Dies ist sinnvoll, solange |g — g| auf 9G klein ist. Aus dem Maximumprinzip folgt dann |u — @ £ max lg — &,
oG

und daher ist eine gute Néherungsldsung i fiir 7 auch eine gute Naherung fiir u. Um die LosungseinschlieBung zu verbessern,
ist § so zu bestimmen, daB [Dg — f] in den Ecken des Gebietes klein ist.
Zur einfacheren Darstellung wird das Vorgehen am Modellproblem

Au=f in G:=(a,b)x(cd); u=g aufdoG

erliutert. Die Verallgemeinerung auf beliebige rechtwinklige Polygone ist unmittelbar.
Zur Anderung der Funktion g werden die Hilfsfunktionen

3, 142 83 38 .5 293 .4 , 16,3 5
x” + 3 X% — 1260 % und  ky(f) =105 X° — 430X t 45X — 752X

L

7
1

(%}

|

38 5 , 467 4
ki(9)=1o5Xx" + 320X —

w
|

(mit k; (0) = k(1) = k,(0) = k(1) =0, k(1) = K3(0) = 0, k{(0) = k3(1) = 1 und kleiner Norm: |lk,| = k.|l < 2.675
- 10~ 3) benutzt. Entlang der Seite (x €[4, b, y = ¢) ergibt sich dann die folgende Korrektur:

Durch Differenzenquotienten werden in den Ecken die Werte o := 1(Dg — Nlxy=taound f= L(Dg — Nxepy=wt.0
berechnet und daraus die Korrekturfunktion

) . x—a ) X —a
k(x):==(b — a) {a k1<b_a>+/3 kz(b—a)}

mit k(a) = k(b) = 0, k"(a) = o, k"(b) = f§ bestimmt.

Setzt man nun g(x, ¢) := g(x, ¢) — k(x) und fuhrt analoge Korrekturen auch fiir die anderen Seiten von G durch,
erhilt man eine stetige Randfunktion g, die von g nicht stark abweicht und in den Ecken von G die Differentialgleichung
erfiillt. Die aus den so gednderten Ausgangsdaten resultierende Naherungslosung 146t also eine gute LasungseinschlieBung
fiir das urspriinglich gegebene Randwertproblem (*) erwarten.

6. Numerische Ergebnisse

Behandelt wurde das Problem

Au=0 in G:=(—%Hx(-%%; wu=g aufdG

fiir verschiedene Randfunktionen g. Als Abschitzfunktion wurde t(x, y) :== Lo — x* — y?) mit J¢(x, y)| (0, 0) = 5 auf G
verwendet. G wurde mit einem quadratischen Gitter mit Gitterkonstante h = & tiberzogen und €in Niherungsspline nach
dem in den Kapiteln 2 und 5 beschriebenen Algorithmus berechnet. Die Berechnung wurde auf einer IBM 4361 des
Rechenzentrums der Universitdt Karlsruhe in FORTRAN unter EinschluB der Intervallarithmetik-Bibliothek ACRITH
durchgefiihrt.

In Tabelle 1 sind jeweils angegeben: die Randfunktion g, die aus dem Niherungsspline # berechneten Grofen Fy
und F, und die maximale Intervallbreite D(w) des die Losung einschlieBenden Intervallsplines w (die an der Stelle (0, 0)
angenommen wird).

Tabelle 1

g(x, y) Fy F, D(w)

X4 - 6x2y? 4yt 13511071 L195-107%  2,988-107°
X2+ y? 9403-10"%  9914-107° 158831072
x* 4y 1411-102  2921-107°%  2,823-1072
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5.1 MATHEMATISCHE OPTIMIERUNG
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Optimale Steuerung und Stufung eines zweistufigen Raumtransporters

Das SANGER-Projekt eines wiederverwendbaren, horizontalstartenden, zweistufigen und mit Tragfléchen verschenen
curopiischen Raumtransporters fiir den Pendelverkehr zwischen der Erde und einer europdischen Raumstation, dessen
erste Stufe mit einem luftatmenden Triebwerk und dessen sweite Stufe mit einem Raketentriebwerk versehen ist, steht
momentan im Mittelpunkt der wissenschaftlichen und industriellen Entwicklung. Die im Antrieb modifizierte SHAUsche
Version eines zweistufigen nur mit Raketen angetricbenen Raumtransporters wird als Aufgabe der gleichzeitigen
Bahn- und Stufungsoptimierung zur Maximierung der Nutzlast formuliert, um insbesondere dic Auswirkung des
Startbreitengrades (fiir einen Start in Europa) auf die Nutzlast und die Flugbahn zu untersuchen.

Ausgegangen wird von ciner festen Gesamtstartmasse o, die sich aus den Struktur- und Treibstoffmassen der
beiden Stufen sowie der Nutzlast zusammensetzt:

My = Mg 1 + M1 + Mg + M + Mxutzlast -

Als Nebenbedingung an das mitzuoptimierende Massenverhiltnis von erster zu zweiter Stufe und den mitzuoptimierenden
Stufungszeitpunkt t, werden die beiden Gleichungen

Mg | = Ay exp [B; - My, 1] s Mgy = A + By - my 1

mit gegebenen positiven Konstanten A, By, Ay, By gefordert, die die Strukturmassen der beiden Stufen als Summe von
Triebwerksmasse und Treibstoffumhiillung modellieren.
Durch das erweiterte Modell der Bewegungsdifferentialgleichungen wird ein dreidimensionaler Flug um die rotierende
Erde beschricben. Die Differentialgleichungsnebenbedingungen legen die ZustandsgroBen Geschwindigkeit v, Bahn-
neigungswinkel y, Bahnazimutwinkel y, Hohe h, Masse m, Breitengrad A und Lingengrad 0 in Abhdngigkeit von den zu
ermittelnden Steuerungen Massendurchsatz des Raketentriebwerkes b, Schubwinkel &, und ¢,, Anstellwinkel der Tragflichen
u und Auftriebsquerneigungswinkel p fest. Als Randbedingung wird gefordert, daB3 der Raumtransporter mit 275 m/sek
horizontal startet und in 500 km Hohe in einen Kreisorbit mit zugehoriger Kreisbahngeschwindigkeit einfliegt.
Damit ergibt sich die folgende Aufgabenstellung:
min  I(m(t), m(t"))
ts.te, U, . E1,€2,D
mit
—I(m(ty), m(tS)) = m(t) — [Ay + By(m(t) —ml(ty))]
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