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Ein multivariates Approximationsproblem bei einer
Parameterstudie zur Standsicherheit von Flussdeichen

Ingo Eble und Markus Neher

Abstract. Die Standsicherheit eines Flussdeichs kann durch eine skalare Druckfunktion be-
schrieben werden, deren Funktionswerte von verschiedenen Deichparametern abhangen. Die
Berechnung der Funktionswerte mit Finite-Elemente-Verfahren ist allerdings so aufwendig,
dass eine Stabilitdtsanalyse durch Parametervariation mit heutigen Computern nicht moglich
ist.

Um eine Parametervariation zu ermdglichen, werden in dieser Arbeit mit verschiedenen Ap-
proximationsverfahren leicht auszuwertende Naherungsformeln fur die Druckfunktion berech-
net. Da die exakte Druckfunktion nicht bekannt ist, wird die Glte der Approximation an Hand
von geeignet gewahlten Prifknoten ndherungsweise bestimmt.

Einleitung

Die Haufung von Hochwasserfallen in den letzten Jahren und die damit verbundenen Schaden
haben gezeigt, dass Untersuchungen der Stabilitat von Flussdeichen eine immer groliere Be-
deutung zukommt. Aus Aufwands- und Kostengriinden werden numerische Berechnungsver-
fahren dabei immer wichtiger.

Die Stabilitat eines Deichs lasst sich durch die sogenannte Druckfunktion als skalare Funk-
tion der verschiedenen Deichparameter modellieren [5]. Zur Berechnung dieser Druckfunkti-
on werden Ublicherweise Finite-Elemente-Verfahren eingesetzt. Diese Verfahren sind jedoch
sehr rechenzeitintensiv. Die Berechnung eines einzelnen Funktionswerts der Druckfunktion
bendtigt mit der heute zur Verfiigung stehenden Hard- und Software ca. eine Stunde, falls da-
bei ein neues FE-Netz generiert werden muss. Da selbst geringfiige Anderungen der Deich-
geometrie neue FE-Netze und somit umfangreiche Neuberechnungen erfordern, ist eine Sen-
sitivitdtsanalyse der Stabilitat durch Variation der Deichparameter mit FE-Programmen prak-
tisch unmaoglich.

Im Rahmen einer Diplomarbeit [2] sollte daher eine leicht auszuwertende N&herungsformel
fur die Druckfunktion entwickelt werden. Der vorliegende Bericht stellt eine Zusammenfassung
der wichtigsten Ergebnisse dieser Diplomarbeit dar.

In Abschnitt 1 wird zunéchst die mathematische Problemstellung vorgestellt. Ausgehend von
Funktionswerten, die von einer Ingenieurgesellschaft bereitgestellt wurden, werden anschlie-
Bend mit verschiedenen numerischen Verfahren multivariate Funktionen konstruiert, um die
Druckfunktion auf dem gesamten in der Praxis bedeutsamen Definitionsbereich zu approxi-
mieren. Die Lage der vorgegebenen Daten wird dabei mit Hilfe von zweidimensionalen Plots
veranschaulicht. Nach der Prasentation der numerischen Ergebnisse wird im letzten Abschnitt
der Approximationsfehler der berechneten Naherungsfunktionen diskutiert.



1 Mathematische Aufgabenstellung

Betrachtet wurde die folgende mathematische Problemstellung:

— Gegeben sind Funktionswerte der Druckfunktion f von 5 Veranderlichen. Die durch
Finite-Elemente-Verfahren mit kommerzieller Software berechneten Funktionswerte
wurden von einer Ingenieurgesellschaft zur Verfligung gestellt.

Die Variablen beschreiben Geometrie und Materialeigenschaften des Deichs:

hie _ v Lo di ks
H  “Vdy’ dy dy’ ko ko

mit

hg: Druckwert am landseitigen Deichful3 unter der Lehmdecke

H: Einstauhthe

Ly: Vorlandlange

Lp: Breite der Deichbasis

dy: Dicke der Lehmdecke

ds: Aquiferméachtigkeit

k1, k2, ks: Wasserdurchlassigkeitsbeiwerte bei Sattigung

L L d ki k
wobei = € [0.1,50], =2 € [10,50], = € [0.05,0.5], —, =2 € [0.000001, 10].
dg d1 d2 k2 k2

Die Definitionsintervalle der einzelnen Parameter wurden von der beteiligten Ingenieur-
gesellschaft festgelegt.

. h L
— Gesucht ist eine Naherungsformel fur FF die die FE-Berechnungen ersetzen soll.
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Abbildung 1: Deichaufbau

Im Ansatz der Funktion f wurde die Dimensionsanalyse [3] benutzt, um zwei der sieben phy-
sikalischen GroRen Ly, Lp, di, do, k1, k2, k3 zu eliminieren. AuRerdem wurde eine weitere



Variable, die Hinterlandlange des Deichs, unterschlagen. Wie sich in Testrechnungen zeigte,
hangt der Druckwert durchaus von der Hinterlandlange ab, wenn man diese frei variieren lasst.
Allerdings darf fur praktisch relevante Deiche ein konstantes Verhéaltnis der Hinterlandlange
zur Aquiferméchtigkeit angenommen werden. Da das Approximationsproblem bereits in flnf
Dimensionen aulRerordentlich aufwendig ist, wurde von dieser Moglichkeit Gebrauch gemacht
und fur die Hinterlandlange die hundertfache Aquiferméachtigkeit angenommen.

2 Approximationsans atze

Vor der eigentlichen Approximation wurde zunachst der Definitionsbereich von f in den funf-
dimensionalen Wirfel [—1,1]° transformiert. Auf Grund physikalischer Uberlegungen wurden
die Definitionsintervalle der vierten und funften Variablen dabei logarithmisch transformiert.
Mit verschiedenen numerischen Verfahren wurde anschlieRend die folgende Funktion g ap-
proximiert:

Ly Lp di ki1 k3
g($171'27x3;$4;x5) = f(d727 dl 7d27 kQ? ]{?2

mit

ze=(g(2) +25)/35,  z4€l-1,1],
w5 = (1g(2) +2.5)/35,  a5€[-1,1

Die Berechnung von Funktionswerten von g erforderte fiir jede Wahl der ersten drei Variablen
x1, T2, x3 €in eigenes FE-Netz. Fur jede Netzgenerierung bendtigte ein erfahrener Ingenieur
ca. eine Stunde. Die Werte von x4 und x5 konnten hingegen mit einem sehr viel geringeren
Aufwand variiert werden. Daher wurde zunachst versucht, die Funktionswerte nur auf einem
Gitter bereitzustellen, das in den ersten drei Variablen halbiert und in den letzten beiden Va-
riablen geviertelt wurde, wodurch sich 32 - 52 = 675 Gitterpunkte ergaben.

Leider zeigte sich durch Testrechnungen an Priifknoten, dass die mit diesem Gitter konstruier-
ten Approximationen nicht genau genug waren. Daher wurden die Funktionswerte von g trotz
des immensen Aufwands auch auf einem regelmaRigen Gitter mit 3125 Knoten, bei dem der
Definitionsbereich von g in allen flnf Variablen geviertelt wurde, ermittelt.

Auf jedem der Gitter wurden die folgenden Approximationsfunktionen p, pr, ps berechnet:
— pa: Ausgleichspolynome nach der Methode der kleinsten Quadrate [1],
— pg: Radiale Basisfunktionen [6, 7, 8],

— ps: Multilinearer Spline [4].



Die Approximation nach der Methode der kleinsten Quadrate war das aufwendigste der gete-
steten Verfahren, sie fuhrte aber auch zu den besten Resultaten. Um die von der Ingenieur-
gesellschaft gewlinschten Genauigkeitsanforderungen zu erfillen, wurden unterschiedliche
Nebenbedingungen verwendet.

Konstruktionsbedingt liegen die Funktionswerte der Druckfunktion im Intervall [0, 1]. Der
Funktionswert entspricht dem am landseitigen Deichful3 erwarteten Druck im Verhalnis
zur Einstauhthe. Um diesem Druck zu begegnen, d.h. um den Deichfuld gegen Auftrieb,
hydraulischen Grundbruch und gegen Abgleiten des landseitigen Deichbereichs zu sichern,
wird haufig eine Berme mit flacher Boschungsneigung aufgeschuttet (siehe Abbildung 2).
Die erforderliche Bermenhdhe berechnet sich unmittelbar aus dem Funktionswert von f,
multipliziert mit der Einstauhdhe H.

Deichkorper Berme

Abbildung 2: Deich mit Berme
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Da die Bermenhohe einen betrachtlichen Kostenfaktor darstellt, ist man an einer moglichst
prazisen Bestimmung des Druckwerts interessiert. Aus Sicherheitsgriinden wird dabei folgen-
dermal3en vorgegangen:

— Sehr kleine Funktionswerte von f werden nicht besonders genau benétigt, da fir jede
Berme eine Mindesthohe aufgeschittet wird.

— Treten Funktionswerte nahe bei 1 auf, wird eine Berme mit voller Einstauhthe auf-
geschuttet. Bei der Approximation ist darauf zu achten, dass groRe Funktionswerte
moglichst wenig unterschatzt werden, wahrend zu grofe Naherungswerte von unter-
geordneter Bedeutung sind.

— Funktionswerte zwischen 0.3 und 0.9 sollten mdglichst genau approximiert werden.

Diese Genauigkeitsanforderungen wurden mathematisch préazisiert und wie in Tabelle 1 an-
gegeben als Nebenbedingungen bei der Methode der kleinsten Quadrate verwendet:

| Funktionswert | Genauigkeit \
f(z) <0.1 max. absoluter Fehler von 0.02
0.1 < f(x) < 0.3 | der max. relativer Fehler soll linear von 20% auf 5% fallen
03< f(x) <1 max. relativer Fehler von 5%

Tabelle 1. Erwiinschte Genauigkeit der Approximation.

Bei den anderen beiden untersuchten Approximationsverfahren wurden die vorgegebenen
Funktionswerte interpoliert, an den Gitterpunkten also exakt angenommen, so dass sich Ne-
benbedingungen eribrigten.



Die getesteten radialen Basisfunktionen ergaben teilweise gute lokale Approximationen, der
Fehler in der Maximumnorm war aber grofRer als beim Ausgleichspolynom. Die den radia-
len Basisfunktionen in der Literatur haufig zugeschriebenen exzellenten Approximationsei-
genschaften konnten bei dieser Anwendung nicht bestatigt werden.

Ohne nennenswerten numerischen Aufwand konnte der multilineare Spline aus den bereit-
gestellten Funktionswerten konstruiert werden. Er wurde hauptsachlich verwendet, um die La-
ge der Funktionswerte durch Plots von zweidimensionalen Schnitten des Definitionsbereichs
zu veranschaulichen. Hierdurch konnte die Auswirkungen der Variation einzelner Parameter
auf den Funktionswert der Druckfunktion besonders einfach und gut visualisiert werden.

3 Ausgew ahlte Plots der quintlinearen Splines

Die Lage der vorgegebenen Daten zur Druckfunktion wird im Folgenden mit Hilfe von aus-
gewahlten zweidimensionalen Plots dargestellt. Wie die Plots zeigen, kdnnen zweidimensio-
nale Schnitte der finfdimensionalen Druckfunktion recht unterschiedliche Gestalt besitzen.
Die Schwierigkeit einer guten Polynomapproximation auf den gegebenen groben Gittern wird
dadurch offensichtlich.

Andererseits lassen die erhaltenen Plots den Schluss zu, dass die zu approximierende Druck-
funktion hinreichend glatt ist, so dass man mit den getesteten Methoden auf feineren Gittern
bessere Approximationsfunktionen erhalten sollte.
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Abbildung 3
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4 Numerische Ergebnisse

Die Approximationsalgorithmen wurden in Matlab implementiert. Da in Matlab umfangreiche
Matrix-Vektor-Prozeduren (insbesondere auch zum Losen linearer Gleichungssysteme) zur
Verfligung stehen, liel3 sich die Programmierung der Algorithmen wesentlich schneller be-
werkstelligen als dies mit Programmiersprachen wie C oder Fortran der Fall gewesen ware.
Im Wesentlichen neu zu programmieren waren Prozeduren zur Erstellung der linearen Glei-
chungssysteme, mit denen sich die jeweiligen Approximationsverfahren beschreiben lassen,
sowie Prozeduren zur Auswertung der berechneten Naherungsfunktionen.

Da die exakte Druckfunktion nicht bekannt ist, konnte die Gite der Approximation nur an Hand
von Prufknoten ndherungsweise bestimmt werden. Zu den vorgegebenen Daten wurden die
Prufknoten so gewahlt, dass an diesen Stellen die grof3ten Approximationsfehler zu erwarten
waren. Es wurden insgesamt 160 Prifknoten mit den folgenden Koordinaten verwendet:

’ T ‘ xro ‘ xr3 ‘ T4, Ty € ‘
-0.75 | -0.75 | -0.75
-0.75 | -0.25 | -0.75
-0.75 | -0.75 | -0.25
-0.25 | -0.75 | -0.75
0.25 | -0.25 | -0.25 | {-0.75,-0.25, 0.25, 0.75 }
-0.75 | -0.75 | 0.75
-0.75 | 0.25 | 0.25
0.25 | 0.75 | 0.75
0.75 | -0.25 | -0.25
0.25 | -0.75 | -0.75

Tabelle 2: Koordinaten der Prufknoten.

Tabelle 3 zeigt die Fehler an den Prufknoten fir einige ausgewahlte Approximationen
bezlglich des 675er-Gitters. Mit “Ausgleichspolynom” wird die polynomiale Ansatzfunktion
mit v = 6,(2,2,2,4,4) (vgl. [2, S. 98]) bezeichnet, welche mit der Methode der Ausgleichs-
rechnung an die Genauigkeitsanforderungen aus Tabelle 1 angepasst wurde. Mit “RBF” wird
die Interpolante “Multiquadrics” mit v = 1,¢ = 1.2 (vgl. [2, S. 54ff und S. 85]) bezeichnet,
welche mit der Methode der Interpolation mit radialen Basisfunktionen bestimmt wurde.
“Spline” bezeichnet den quintlinearen Spline.

max. relativer Fehler max. absoluter Fehler
an den Prifknoten an den Prifknoten
mit mit
f(z)>0.3 0.3 > f(x) >0.1 0.1> f(z)
Naherung 11<0 | 21>0 [ 21<0 | 21>0 | 21<0| 21>0
Ausgleichspolynom | 0.3815 | 0.2466 | 0.8788 | 0.0954 | 0.0517 0.0694

RBF 0.4595 | 0.4186 | 1.1154 | 0.4808 | 0.0431 0.1152
Spline 0.4334 | 0.1503 | 1.1693 | 0.6739 | 0.0936 0.0556

Tabelle 3: Fehler der Naherungslosungen beziiglich des 675er-Gitters an den Prifknoten.
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Tabelle 4 zeigt die Fehler an den Priufknoten fir einige ausgewahlte Approximationen
bezuglich des 3125er-Gitters. Mit “Ausgleichspolynom” wird hier die polynomiale Ansatzfunk-
tion mit v = 7,(4,4,4,4,4) (vgl. [2, S. 98]) bezeichnet, welche ebenfalls mit der Methode der
Ausgleichsrechnung an die Forderungen aus Tabelle 1 angepasst wurde. “RBF” und “Spline”
werden wie oben verwendet.

max. relativer Fehler max. absoluter Fehler
an den Prifknoten an den Prifknoten
mit mit
f(z)>0.3 0.3 > f(x) >0.1 0.1> f(z)
N&herung 21<0 | 21>0 | 21<0]a1>0 | 21<0| x>0
Ausgleichspolynom | 0.1523 | 0.1487 | 0.3883 | 0.2739 | 0.0458 0.0521

RBF 0.1867 | 0.102 | 0.4329 | 0.2653 | 0.031 0.0281
Spline 0.2871 | 0.1092 | 0.7617 | 0.6752 | 0.0677 0.0491

Tabelle 4: Fehler der Naherungsldsungen beziglich des 3125er-Gitters an den Prufknoten.

5 Verteilung der Approximationsfehler

Die Abbildungen 6, 7 und 8 zeigen die Fehlerverteilungen der in Tabelle 4 aufgefiihrten Nahe-
rungen an den Prifknoten. Das Vorzeichen des absoluten Fehlers ist dabei besonders zu
beriicksichtigen, wenn die landseitige Berme eines Hochwasserdamms auf Grund der be-
rechneten Werte angelegt wird.

Zu kleine Funktionswerte der Naherungsfunktion unterschatzen den anfallenden Druck und
somit die bendtigte Bermenhdhe. Im schlimmsten Fall kann dies bei Hochwasser zum Deich-
bruch fihren und muss daher bei der Bemessung der Bermenhdhe unbedingt vermieden
werden. Umgekehrt berschéatzen zu groRe Funktionswerte die notwendige Berme. Obwohl
damit Mehrkosten verbunden sind, ist dieser Fall in der Praxis weniger kritisch.

Wie aus Abbildung 6 ersichtlich ist, wird die Druckfunktion durch das Ausgleichspolynom p 4
an den Prufknoten des 3125er-Gitters um hochstens 0,05 unterschatzt. Fliigt man zu p4 einen
konstanten Sicherheitszuschlag in dieser Hohe hinzu, liegt der durch p4 berechnete Nahe-
rungswert an allen Gitterpunkten und den Prifknoten tber dem am Deich zu erwartenden
Druck.

Die von der beteiligten Ingenieurgesellschaft gewilinschten Genauigkeitsanforderungen aus
Tabelle 1 konnten leider mit keinem der getesteten Ansatze zur Approximation der Daten
erreicht werden. Dies liegt vor allem daran, dass im Verhaltnis zum sehr grof3en Definitions-
bereich von f nur wenige Funktionswerte zur Verfigung stehen.

Die berechneten Funktionswerte deuten darauf hin, dass die Druckfunktion hinreichend glatt
ist und dass nach erneuter Halbierung der Schrittweite des Gitters eine signifikante Verbesse-
rung der Approximationsgute erwartet werden darf. Die Berechnung der Funktionswerte auf
dem halbierten Gitter wirde jedoch den bisherigen Aufwand ungefahr verdrei3igfachen, was
die praktische Durchfihrung unmoglich macht.
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Andererseits sind bei Berechnungen in der Praxis die exakten Deichparameter nicht bekannt.
Sie kdnnen haufig nur grob geschéatzt werden, so dass ohnehin grol3e Verfahrensfehler in die
Rechnung eingehen. Die mit der Approximation nach der Methode der kleinsten Quadrate
erhaltene Naherungsformel gibt daher nach Einschatzung der Autoren ein realistisches Bild
der Druckfunktion wieder, das mit den vorliegenden Informationen tber f nicht wesentlich
verbessert werden kann.
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Abbildung 6: Absoluter und relativer Fehler des Ausgleichspolynoms an den Prufknoten.
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Abbildung 7: Absoluter und relativer Fehler der Naherung “RBF” an den Prufknoten.
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Abbildung 8: Absoluter und relativer Fehler des quintlinearen Splines an den Prifknoten.
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Zusammenfassung

Bei numerischen Verfahren zur Untersuchung der Standsicherheit von Flussdeichen spielt die
Berechnung der Druckfunktion eine entscheidende Rolle. Wahrend Finite-Elemente-Verfahren
heute noch zu aufwendig sind, um eine Variation der Deichparameter in angemessener Re-
chenzeit zu ermdglichen, lassen sich mit der Methode der kleinsten Quadrate mit geeigneten
Nebenbedingungen multivariate Polynome konstruieren, welche zur praktischen Approximati-
on der Druckfunktion geeignet sind.

Um die Gefahr eines Deichbruchs auszuschlie3en, ist dabei besonders darauf zu achten,
dass der am Deich auftretende Druck durch die approximierende Funktion nicht unterschatzt
wird. Ein konstanter Sicherheitszuschlag von 0,05 zur genauesten der in dieser Arbeit
ermittelten Approximationen erscheint ausreichend, um fir die Praxis verwertbare Nahe-
rungswerte der Druckfunktion zu erhalten.
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